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Две прямые в пространстве называются 
параллельными, если они лежат^ в одной 
плоскости и не пересекаются. 


Прямые АР и РС$ пере¬ 
секаются. Прямые АС и 
ВіО— скрещивающиеся. Яв¬ 
ляются ли параллельны¬ 
ми, пересекающимися или 
скрещивающимися прямые 

а) АВ и СО; 

б) АВ и СО,; 

в) СО и С,0; 

г) СО и АА,; 

д) СО и А,В,; 

е) РС* и А,В,? 



Р 
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Задача. 



Дано: 


а 11 Ь; т пересекает О и Ь. 


ж 
• • • 


ж 


Докажите: т лежит в одной плоскости с а и Ь. 


Установите, считая, что задача решена, каким может 
быть взаимное расположение прямых С и СІ, пересе¬ 
кающих прямые а и ь? 

И 









Решение задачи. 



а и Ь лежат вс/. А 6 т и А ( а. 

В 6 т и В € Ь. 

А і </ и В € оС. 


Докажите: 


т лежит в одной плоскости с а и Ь. 
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Теорема /5,1. 


А 

# 


I. Через точку вне данной прямой мож¬ 
но провести прямую, параллельную 
этой прямой, и притом только одну. 

Дано: 


А вне а. 


Докажите: 


V 

1) Через А можно 

2) Ь—единст¬ 

провести прямую Ь, 

венная. 

параллельную а; 



Может ли прямая т 
быть параллельной 
ребру куба АВ? 


С 









20 Доказательство теоремы 15.1. 



Через А и а можно провести с*. 

В с* через А проводим 

Предположим, через А 
проходит Ь, II а. 

Проведем через а и Ь 
плоскость <х,. 


• • 


Докажите: 


I) Через А можно 
провести прямую Ь, 
параллельную а ; 


2) Ь- един¬ 

ственная . 










Объясните, почему из рассматриваемой задачи сле¬ 
дует справедливость утверждения: «Если прямые а 
и Ь пересекаются, то все прямые, параллельные пря¬ 
мой Ь и пересекающие прямую <Х« лежат в одной 
плоскости». [Т] 











тонне задачи. 

Дано: а и Ь 


пересекаются; т 


т пересекает а 
Ь; в точке М. 


/А 


т 


Через а и Ь 
можно провести о< 


Проведем в с* 
через М прямую 

т' II Ь. 


Через М проходит 
единственная 
прямая, 

параллельная Ь. 


Докажите 


т лежит в одной плоскости с а и Ь. 
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прямой, параллельны. 



Дано: 


с, 


Ж 


ь и 


и 

• • • 


Докажите: 



а II Ь. 


с і Можно ли применить теорему 
к доказательству 
параллельности ребер 


!в | куба ВВ, и 00і? 
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Доказательство теоремы 15.2. 

Дано: а II с, 


О і 


а < С 


Р 


Ь II с. 


а и С лежат в Ы Ь и С лежат в /3 
и не Пересе- и не пересе¬ 


каются. 


пересе¬ 
каются. 



Проведем ^ через Ь и А а. 
Пусть пересекает с/. по а,. 
Пусть а, пересекает р в В. 

В 6 с. В * Ь. 
а, совпадает с а. 


а и Ь в I и не пересекаются. 


Докажите: 


а II Ь. 
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Задана. 
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Решение задачи. 

Дано: 


в 


оС 



М, N. Р, (}—середины сторон 
пространственного 
четырехугольника АВСР. 


Соединим А с С, В с Р. 


МС$, ЫР, МЫ, ОР—средние линии 
треугольников АВР, СВР, АВС, АРС. 
МС* II ВР; ЫР II ВР; МЫ II АС; РС* II АС; 


МС* II РІЧ и МІЧ II РС*. 


Докажите: МЫРО—параллелограмм. 
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П рямая и плоскость называются параллельными. 
если они не пере секаются. Теорема 15.3. 

Если прямая, не принадлежащая плоскости, парал¬ 
лельна какой-либо прямой в этой плоскости, то она 
параллельна и самой плоскости. 



лежит вс/; Ь II а. 




Ж 


II о< 


Можно ли с помощью теоремы 
установить параллельность 

ребра АА, 

и задней грани куба? 














Доказательство теоремы 15.3. 


Дано: 

Ь вне о^. а лежит в о(. Ь II а. 

Р ь 

Можно провести /3 через 
Ь и а; Ь и а 
не пересекаются. 


а— линия пересечения аС и УЗ . 

<* а 

Пусть Ь пересекает оі в В, 

В ( Ь, В Ы , 

В ( а. 

• • • 

Докажите: 

ь іи. 


Задана. 
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Докажите: 


Дано: 


а и Ь — 


скрещивающиеся. 


4 


4 


Через а можно провести 
плоскость ^параллельную Ь. 


В задаче говорится о скрещивающихся прямых. А мож¬ 
но ли провести через а плоскость, параллельную Ь* 
если I) а и Ь пересекаются; 2) а и Ь параллельны? 


15 












< 


Решение задачи. 



Дано: 



О и Ь—скрещивающиеся. 


а и Ь не имеют общих точек. 


Проведем через А ( а 
прямую Ь< 11 Ь. 


Докажите: 


Через а можно провести плоскость 
параллельную Ь. 
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Две плоскости называются параллельными, 
если он и не перес екаются. 

Две плоскости параллельны, 
/ со рема Іо. 4. если одна из них параллельна 

двум пересекающимся прямым, 
уЗ лежащим в другой плоскости. 


с/. 



уз II а; уз II Ь. 

—^ Л. 


ч/ 

• • • 


Докажите: уЗІІс/. 



Каким образом, используя теорему, 
можно установить параллельность 
С противоположных граней куба? 
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Доказательство теоремы 15.4. 


Дано: Пересекающиеся /3 11 а* А 11 Ь. 

а и Ь в оС ; ' ’ ■ 


а не пере- Ь не пере¬ 
секает ]Ь . секает уЗ. 



Предположим, 
оі и уз пересекаются по С; 

а II С« Ь II с. 


о(. не пересекает 



Докажите: 


и муз. 





Дано: а и Ь— 


скрещивающиеся. 

5 


4 


Как провести через а и Ь 
параллельные 
плоскости Ы и р ? 




Можно ли, считая, 
что задача решена, 
указать параллельные плоскости, 
которые проходят через ребра 
куба АО и С,О,? АО и ВВ,? 

_19 
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Решение задачи. 



Дано: 


а и Ь— скрещивающиеся. 



а и Ь не имеют общих точек. 
Отметим: А 6 а и В 6 Ь. 




Проведем через А прямую Ь || Ь. 
Проведем через В прямую а 'II а. 







Как провести через а и 
параллельные плоскости о( и 
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Теорема 15.5. 


А 


Через точку вне данной плоскости 
можно провести плоскость, 
параллельную данной, и притом только 
одну. 

Дано: А вне о^. 




•о 

• • • • • * 

Докажите: I) Через А можно 

провести уЗ 11 с/ ; 
2) /5 —единственная. 


Можно ли указать плоскость, 
проведенную 

через вершину О куба параллельно 

а) верхней грани; 

б) задней грани; 

в) нижней грани? ,__ 


о 




Доказательство утверждения / теоремы 15.5. 


Дано: д В нес^. 



Проведем в 

пересекающиеся а ( и Ь 

Через А проведем 

а II а, и Ь II Ь,. 


Доказать: 


I) Через А можно 
провести уЗіІоС 







Доказательство утверждения 2 теоремы 15.5. 
Дано: Через А проходит /і\\оС , а II а„ Ь II Ь,. 

Пусть через А проходит уЗ'ІІс/. 
Проведем ^ через а и а,; 

^2 через Ь и Ь,. 

Обозначим через а' 
пересечение 

через Ь 1 —пересечение 

■ 

а' II а, Ь' II Ь,, 

а 1 совпадает с а, Ь / совпадает с Ь. 

Докажите: 


Р — единственная. 



а, Ь, 

А, 



Задана. 


оС 


р 

і 


Дано: 


ос и ^ ; /зпу. 


4 


ч> 


Докажите: 



осир. 


Укажите, к какому противоречию приводит предполо¬ 
жение: «««(и А имеют общую точку», и решите задачу. 

І24 









Если две параллельные 
плоскости пересекаются третьей, 

то прямые пересечения параллельны. 
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і 


в 


Дано: 

У пересекает X лересека* 

</П/3; °о<по АВ; уЗ по СО. 


Р 



\у 


Докажите: 



АВ II СО. 


К какому противоречию приводит предложение: «АВ 
и СО пересекаются»? Выполните доказательство, і —. 

25 
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Дано: 

у 3 



через А вне о( и 


проведена а* 
пересекающая Ы и 
в М и N. 


/3 

р 



Докажите: 


_ 4 > _ 

Отношение АМ: АЫ не зависит от О. 
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Решение задачи: Дано: о(||уЗ ; 

А 




Р 






м, 


\< 


через А вне оС и уЗ 
проведена а, 

пересекающая оС и уЗ в М и N. 

Через А проведем а, 
и через а и а,— плоскость $; 
^ пересекает оС по ММ,, 

уЗ —по ЫЫ,. 

• • • 

ЛАММ, и ДАЫЫ, подобны. 
'• АМ _ АМ, 

АЫ ~ А^ 

Отношение АМ:АЫ 
не зависит от а. 


Докажите: 





Отрезки параллельных прямых, 
заключенные между двумя 
параллельными плоскостями, равны. 
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Теорема 15.7. 


\ 


Дано: 


II уЗ; 

АВ II СО; 

ьы,сы. 


!)• 

В*,б,0€/3. 


р 


,\ 


\ 




Докажите: АВ = СР. 



Доказательство теоремы 15.7. 
Дано: 


2015 


Р 



сОІ/З; АВ 11 СО; А Ы; СЫ 

В е уЗ ; О (г уз 


оС 


АВ и СО лежат в 
АС II ВО. 


X 
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Параллельное проектирование: 



1) берем произвольную прямую Ь; 

2) через каждую точку М ( р 
проводим прямую ГЛ 11 Н; 

3) точка Мі пересечения 

С ГЛ с о( - 

изображение ЛА на оС. 


\ \ \ 


Каким образом построить изображение точки К при 
параллельном проектировании на плоскость ос? 


30 
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Свойства параллельного проектирования 



1. Прямолинейные отрезки, не парал¬ 
лельные направлению проектирования, 
В изображаются на чертеже 
отрезками. 



\ 


Докажите свойство I, рассмотрев пересечения прямых, 
проектирующих точки отрезка АВ иа плоскость о<. По¬ 
чему все эти прямые лежат в одной плоскости? 0 






РГДБ 

2. Параллельные отрезки фигуры 
изображаются на плоскости чертежа 



Докажите свойство 2, рассмотрев линию пересечения 
плоскостей, заданных прямыми АВ и ААі, СО и СС,, 
с плоскостью е(. 

Какие утверждения вы при этом используете? I— 
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АХ : 


Отношение отрезков одной 
прямой или параллельных 
отрезков сохраняется 
при параллельном 
проектировании. 
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Задача. 



Дано: 

Л А,ВіС,— параллельная проекция 
треугольника АВС. 

Как построить проекцию 
медиан треугольника АВС? 

Докажите, 

что проекции средних линий 
треугольника АВС параллельны 
сторонам треугольника АіВіСі. 



о< 



Решение задачи. 

Если АЫ—медиана треугольника АВС, то СЫ ’. ЫВ = 1*1. 

При проектировании 
СЫ С,Ы, _ ^ 

ЫВ Ы,В, — 1 Средние линии треугольника АВС 

параллельны его сторонам 
и потому проектируются в отрезки. 



II А,В,. 


Сформулируйте свойства параллельного проектирова¬ 
ния, которые использовались при решении задачи. [35 






К сведению учителя 


Диафильм предназначен для объяснения темы 
«Параллельность прямых и плоскостей» по учебнику 
А. В. Погорелова. Он содержит весь теоретический ма¬ 
териал, в том числе задачи, решение которых рас¬ 
смотрено в тексте параграфа. Рекомендуем демонст¬ 
рировать на уроке лишь тот фрагмент диафильма, 
который относится к изучаемому материалу. 




Знак означает, что надо перечислить извест¬ 
ные ученикам выводы из условия или части условия. 
Например (кадр 3), из параллельности прямых а и Ь 
следуют выводы: I) а и Ь лежат в одной плоскости; 
2) а и Ь не пересекаются. 

Знак 41 означает, что требуется вспомнить те ак¬ 
сиомы, определения, теоремы, из которых следует 
истинность заключения или его фрагмента. 

Многоточие в кадрах с доказательствами теорем 
(решениями задач) означает требование закончить до¬ 
казательство. 

Желательно обсуждать, на основании чего сде¬ 
лан каждый из выводов, и прослеживать весь ход до¬ 
казательства от условия до заключения. 
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